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Prediction by means of numerical simulation of fatigue life in mechanical
components subject to random vibrations: methodology-parameters to consider
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There are many areas of engineering in which the dimensioning of mechanical components must
be carried out in the face of dynamic demands that vary over time. These variable stresses
generate fatigue phenomena in the material that must be considered in order to properly predict
fatigue life in the same.

These solicitations can be deterministic or random. In the second case, since the determination
by numerical models of the temporal response of the component object of study, is practically
unapproachable, is why methods of resolution are used in the frequency domain, using as input
the PSD of the Random signal of the excitation and obtaining the PSD of the response of the
structure.

In this work, several methodologies for the determination of the amplitude and number of fatigue
cycles from the stress response PSD obtained from the numerical model of the component to be
studied are shown. Reference is also made to the various parameters to be considered in the
definition of the numerical model and how to obtain them precisely and the influence they have
on the determination of fatigue life of said component.
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Prediccion mediante simulacién de la vida a fatiga en componentes mecanicos
sometidos a vibraciones aleatorias: metodologia y parametros a considerar

Son muchos los &mbitos de la ingenieria en los que el dimensionamiento de los componentes
mecanicos debe realizarse frente a solicitaciones dindmicas variables en el tiempo. Estas
solicitaciones variables generan fendmenos de fatiga en el material que deben ser considerados
con el fin de predecir adecuadamente la vida a fatiga en el mismao.

Estas solicitaciones pueden ser deterministas o aleatorias. En el segundo de los casos y dado
gue la determinacién mediante modelos numéricos de la respuesta temporal del componente
objeto de estudio, es inabordable de forma practica es por lo que se emplean métodos de
resolucién en el dominio frecuencial, empleando como entrada los PSD de la sefial aleatoria de
la excitacién y obteniendo los PSD de la respuesta de la estructura.

En este trabajo se muestran diversas metodologias para la determinacién de la amplitud y
numero de ciclos de fatiga a partir del PSD de respuesta en tensiones obtenido a partir del modelo
numeérico del componente a estudiar. Se hace también referencia a los diversos parametros a
considerar en la definicion del modelo numérico y como obtenerlos de forma precisa y la
influencia que éstos tienen en la determinacién de la vida a fatiga de dicho componente.
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1. Introduccién

Son numerosos los componentes mecanicos que se ven sometidos a cargas ciclicas cuya
amplitud generan tensiones inferiores a la resistencia del material pero que sin embargo
pueden provocar un fallo prematuro debido a la fatiga que sobre el material generan esas
cargas aplicadas de forma repetida (Sighley & Mischke, 1998). Son numerosos los ambitos
de la ingenieria en los que el disefio y validacién de dichos componentes deben realizarse
atendiendo a estandares (Lalanne, 2014, vol.5) o normas de severidad que definen los
niveles de vibraciéon con los que deben disefarse y validarse posteriormente mediante
ensayo, fijando un numero de horas o ciclos de carga que dicho componente debe ser
capaz de soportar sin que aparezcan signos de fatiga.

Es habitual que los estandares y normas anteriormente citados incluyan solicitaciones
dinamicas de caracter aleatorio cuya amplitud viene definida mediante los valores de
densidad de energia en el dominio frecuencial. La determinacion numérica de la respuesta
del sistema se obtiene, de igual manera, en el dominio frecuencial y por lo tanto se hace
necesario emplear algoritmos que permitan estimar la vida a fatiga del componente basados
en dicha respuesta en frecuencia. Estos algoritmos permiten determinar, a través de
combinaciones de funciones de probabilidad, la distribucién de amplitudes de los ciclos de
tension y construir asi el histograma de rangos de tensiones. A continuacion y mediante las
curvas de fatiga del componente se determinara, empleando una regla de acumulacion de
dafo, el indice de dafo total provocado sobre el mismo.

2. Objetivos

Dado que son numerosos los aspectos, tanto de indole experimental como numérico, que
intervienen en la metodologia a emplear para estimar la vida a fatiga de un componente, se
muestra en este trabajo un estudio sobre la influencia que diversos parametros, que
intervienen a lo largo de dicho proceso, presentan sobre el resultado final. Asi se ha
estudiado la influencia que sobre la prediccion del dafio a fatiga tiene la variacién de los
siguientes parametros:

e Frecuencia natural

e Amortiguamiento modal

e Resistencia del material

e Limite a fatiga del componente

e Resultados del modelo numérico

e Resolucion frecuencial

3. Metodologia

Con el fin de alcanzar los objetivos anteriormente planteados y poder analizar la influencia
de los parametros sefalados previamente sobre la prediccion del nivel de dafio en un
componente, la metodologia de analisis se va a aplicar a un sistema de 1 G.D.L. sometido a
un movimiento vibratorio de la base, como se muestra en la figura 1.

Para ello caracterizaremos el sistema mediante los parametros de frecuencia natural: w,, e
indice de amortiguamiento modal: £. El primero de ellos relacionado con la rigidez y masa
del sistema y el segundo con el de disipacion de energia. Dado que para llevar a cabo el
analisis a fatiga del componente necesitamos determinar las tensiones en el mismo y que
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éstas son proporcionales a los desplazamientos relativos entre la base y la masa, se
determina la amplitud de la funcién de respuesta en frecuencia (FRF) del sistema mediante
la ecuacion 1 (Rao, 1995).

Figura 1: Modelo de 1 G.D.L. analizado

m y(t)

k I:L_Ic

Base

Por otro lado y dado el caracter aleatorio de la vibracion aplicada a la base, ésta se define
mediante los niveles de excitacion en frecuencia expresados mediante los valores de
densidad espectral de potencia (PSD por sus siglas en inglés). Si x(t) es la sefial aleatoria,
el espectro frecuencial de la misma viene definido mediante la ecuacién 2 y la PSD
mediante la ecuacion 3 (Dimarogonas & Haddad, 1992)

@) =% = S (1)
[6etre o)
X(iw) = [* x(He ™ tdt )

X (iw)|?

» (3)
En la ecuacion 3, X(iw) se toma como el valor medio a lo largo del intérvalo Aw. Es habitual
que la excitacion aleatoria sobre el sistema se defina mediante la PSD de aceleraciones y
por ello es necesario realizar un cambio de unidades para, como se ha sefialado
anteriormente, determinar la respuesta en desplazamientos relativos. El cambio de unidades
se realiza segun la ecuacién 4 (Lalanne, 2014, vol.3).

Gx (0)) = limAw_)O

G ()= 2282 (4)

Finalmente y siendo K la constante de proporcionalidad que relaciona el desplazamiento
relativo con la tensibn mecanica generada en el componente, determinaremos la PSD de
tensiones mediante la ecuacion 5 (Ewins, 2000), determinado a partir de la FRF del sistema
y la PSD de la excitacién del sistema.

Go(w)=(K - [H(@)?Gx(w) )

La determinacion del dafio por fatiga en el componente analizado se realizara mediante la
ecuacioén 6.

_vJ niS) _vj pISi]EIPITS;
D=Zicivy ~Zi=t ™ wsy (6)
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Donde D es el daio acumulado en el componente que se determina mediante la regla de
Palmgren-Miner (Miner, 1945) (Ruiz, Pelaez & Martinez, 2003), n;(S;) es el numero de ciclos
de tensién con un rango S; esperados a lo largo del tiempo T durante el cual se ve sometido
a vibracion dicho componente, E[P] es el numero de picos esperados por unidad de tiempo,
p[S;] es la Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF por sus siglas en inglés) del rango de
tensiones y N;(S;) es el numero de ciclos para que se produzca el fallo en el componente
sometido a un rango de tensiones S;, obtenidos a partir de la curva de fatiga S-N del
componente objeto de analisis.

Dirlik (1985) propuso una expresién empirica para estimar la PDF del rango de tensiones
basada en una suma ponderada de las funciones de probabilidad de Rayleigh, de Gauss y
exponencial, definida mediante la ecuacion 7 cuyos coeficientes fueron determinados para
minimizar el error entre los histogramas determinados para varios tipos de sehales y los
obtenidos por dicha expresién empirica. Para ello llevé a cabo un elevado numero de
simulaciones mediante ordenador basandose en la técnica de Monte Carlo.

2 2
D 1220 () ol F)
%-e(Q)+D}§—2U-e 2R*)4pyy-el 2

plsd = T )

Dichos coeficientes se determinan a partir de diversos momentos de orden n (mg, my, My,
m,) del area correspondiente a la PSD de respuesta del sistema expresado en tensiones. El
enésimo momento de area de la PSD se determina segun la ecuacion 8.

my = [ f"- Ge(f)df (8)

Siendo G, (f) el valor de la PSD a la frecuencia f, en Hz. Calculandose los coeficientes que
aparecen en dicha funcion de Dirlik segun se indica en las ecuaciones 9.

Si m, mq my

U = L. = . X, = —+* |—

21/m0 ! y mpmy ’ m mgy my

_ 2(m=r?) _ Y=xm=D} _ 1-y=Di+Df -
y=pum V) R=TEmdl p, = IPOL p—1-p - D,
1-y—D;+Df 1-R 1-R
2:(xm-v?
p, = 2lm=r") (9)

1-y—-D,+Df

El valor de E[P] se determina también a partir de los valores de momentos de area de la

PSD segun la ecuacion (10).
£y = [ (10)

Por otra parte la determinacion del numero de ciclos N;(S;) se lleva a cabo a partir de la
curva S-N de comportamiento a fatiga del componente, definida mediante la ecuacion 11.

S, =A-(2N,)" (11)

Los coeficientes A y B que definen la curva S-N se determinan mediante la ecuacion 12, a
partir de los valores de resistencia a fatiga del componente para 10° y 10° ciclos, S1> y S,
respectivamente.

Estos valores de resistencia a la fatiga del componente se determinan a partir de los valores
equivalentes determinados para la probeta del material con el que se fabricara el
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componente y que a falta de ensayos especificos se puede estimar a partir del valor de
resistencia del material: R,.

log S
(S 3)2 S103
A=~ B=—r—= (12)
S, 3
El limite de fatiga de la probeta cuando el fallo se produce a los 10° ciclos se estima como
S’10°= 0,9Rm vy el valor del limite de fatiga a nivel probeta a vida alta, lo que corresponde a
10° ciclos se estima como S’, = 0,5R,, (valor correspondiente para un valor de R, < 1400
MPa) (Besa et. al., 2003).

Los valores de resistencia a fatiga a nivel de probeta se deben de corregir en funcién de
diversos factores, segun se indica en la ecuacion 13, de forma que se obtienen los valores
de resistencia a fatiga a nivel de componente.

K. Kq Ko Kear -
8103 - C Kfe car . 8103

_ Ka'KpKeKg'Ke'Kear . S
- e

S
e K¢

(13)

Las constantes indicadas corresponden a factores correctores segun diversos efectos: K,
factor de acabado superficial, K, factor corrector de tamafio del componente, K, factor de
confiabilidad, K4 factor de temperatura, K, factor de efectos varios, K., factor de tipo de
esfuerzo y K; factor de sensibilidad a la entalla. Para el calculo de S1o°, los factores K, y Ko,
se toman igual a la unidad ya que no influyen en la resistencia a fatiga para 1000 ciclos.

4. Caso de estudio

El modelo de referencia de 1 GDL empleado en el estudio viene definido por un valor de
frecuencia natural f, = 100Hz y un amortiguamiento modal {=1%. El sistema se somete a
una vibracion en la base definida por una PSD en aceleraciones con un valor constante de
0.1((m/s%)%)/Hz en un rango frecuencial comprendido entre 1Hz y 200Hz. La constante de
proporcionalidad entre la amplitud de los desplazamientos relativos y las tensiones
mecanicas que generan se ha fijado en un valor K=5e11Pa/m. Con estos parametros la PSD
de respuesta del modelo que se ha obtenido es la que se indica en la figura 2, determinada
con una resolucion frecuencial de 1Hz.

A partir de la PSD de la figura 2 y aplicando el modelo de Dirlik se ha procedido a determinar
el histograma representado en la figura 3, dicho histograma se determina para un rango de
amplitudes de hasta S; = 4ogrMs, que corresponde con un nivel de confianza del 99.994%,
dividiendo dicho rango en 100 intervalos iguales. Para los parametros de referencia se ha
obtenido un valor de crys=35.5MPa.

Para determinar el dano a fatiga se han fijado como valores de referencia para el
comportamiento a fatiga del componente los siguientes: S;,> = 330MPa y S, = 60MPa,
obteniéndose un indice de dano D=0.23, considerando un tiempo de solicitacion del
componente T=1200s.

Tomando como referencia los valores indicados anteriormente, se ha procedido a estudiar la
influencia que sobre el comportamiento a fatiga del componente presenta la incertidumbre
en la determinacién, bien experimentalmente o bien mediante simulacion, de los diversos
parametros que definen la determinacion del dafio a fatiga.
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Figura 2: PSD de tensiones, modelo de referencia
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5. Resultados

Con el fin de facilitar la interpretacion de los resultados obtenidos, y donde ha sido posible,
las representaciones en las graficas de los parametros empleados en el analisis se han
normalizado respecto a los valores de referencia indicados en el apartado anterior.

5.1 Frecuencia natural

Las fuentes de incertidumbre sobre este parametro vienen definidas tanto por parametros
determinados experimentalmente, como el mdédulo de elasticidad y densidad del material,
como por aproximaciones y simplificaciones realizadas en la modelizacion numérica del
componente. Se muestra en la figura 4 las PSD’s e histogramas obtenidos para distintos
valores de frecuencias naturales.
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Figura 4: PSD’s de tensiones e histogramas, al variar la frecuencia natural
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A partir de estos resultados obtenemos como varian los valores de la tensién ogys v del
indice de dafio D, al variar la frecuencia natural del sistema, figura 5.

Figura 5: Variacién de tensién orys € indice de dafio D, al variar la frecuencia natural
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5.2 Amortiguamiento modal

La determinacion experimental de este parametro presenta una cierta complejidad que hace
que su variabilidad pueda ser importante (Peter, 2011). Se muestra en la figura 6 las PSD’s
e histogramas obtenidos para distintos valores de amortiguamiento modal.

Ratio indice dafio (D/Dgg)

Variacion indice de dafio
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Con los resultados anteriores se determinaran los valores de la tensién ogpys Y del indice de
dano D, pudiéndose observar en la figura 7 su variacién con el amortiguamiento modal del

sistema
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Figura 6: PSD’s de tensiones e histogramas, al variar el amortiguamiento
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Figura 7: Variacién de tensién orys € indice de dafo D, al variar el amortiguamiento
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5.3 Resistencia del material

Dado que tanto el limite de fatiga de la probeta cuando el fallo se produce a los 10° ciclos
como el valor del limite de fatiga a nivel probeta a 10° ciclos se estiman en funcién del valor
de resistencia del material, cualquier incertidumbre en la determinacion experimental del
mismo influira por igual en ambos valores, y por ende a los valores equivalentes a nivel de
componente. Desde el punto de vista de las curvas de fatiga S-N del componente se
obtendran curvas paralelas, pero con la misma pendiente, como se muestra en la figura 8.

Esta variacion en la determinacion de la resistencia del material no influye en las PSD de
respuesta del componente y por lo tanto tampoco en los histogramas de tensiones. Este
parametro influye Unicamente en la determinacion del indice de dafo del componente, como
se indica en la figura 9.
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Figura 8: Curvas S-N para diversos valores de Si° Yy Se, COMO consecuencia de variaciones en

la determinacién de laresistencia del material Ry,
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Figura 9: Variacién del indice de dafio D, al variar la resistencia del material Ry,
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5.4 Limite a fatiga del componente

Dado que la determinacién de la resistencia a fatiga del componente se realiza corrigiendo,
mediante una serie de factores, los valores de resistencia a fatiga determinados a nivel
probeta, cualquier incertidumbre en la determinacion o estimacion de los mismos influira en
la determinacion de los valores de resistencia a fatiga a nivel de componente. Si
observamos la ecuacién 13, son los factores de acabado superficial y de tamafio los que
afectan unicamente a la correccién para determinar la resistencia a fatiga del componente
para los 10° ciclos. Desde el punto de vista de las curvas de fatiga S-N del componente la
incertidumbre en la determinacion de los factores correctores K, y K, supone obtener curvas
con pendientes distintas, como se muestra en la figura 10.

Al igual que en el apartado anterior, este parametro influye Unicamente en la determinacion
del indice de dano del componente, como se indica en la figura 11.
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Figura 10: Curvas S-N, al variar la resistencia a fatiga S,
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Figura 11: Variacion del indice de dafio D, al variar la resistencia a fatiga Se
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La variabilidad en el resto de factores correctores, al influir tanto en la resistencia a fatiga
para 10° ciclos como en la resistencia a fatiga para 10° ciclos, daria lugar a curvas S-N
paralelas entre si, influyendo sobre el indice de dafio de forma analoga a lo visto en el
apartado anterior, donde se analizaba la influencia que la determinacion de la resistencia Ry,
del material tiene sobre el analisis a fatiga del componente.

5.5 Resultados del modelo numérico

De forma habitual la determinacion de la respuesta vibratoria del componente mecanico
objeto de analisis se lleva a cabo mediante un modelo numérico basado en el método de los
elementos finitos. Esta nos permite determinar, para cualquier punto de la geometria, la PSD
de tensiones para una PSD de excitacion dada. La exactitud de la respuesta obtenida
dependera de diversos factores asociados a la discretizacion realizada. Asi aspectos como
el tamafo de elemento empleado en la malla o la formulacién del mismo condicionan el
resultado obtenido. Con el objetivo de analizar la influencia que estos aspectos pueden tener
sobre la determinacién del indice de dafo, se han llevado a cabo analisis para diversos
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valores de la constante K de proporcionalidad entre la amplitud de desplazamientos relativos
y las tensiones mecanicas que produce. Se muestra en la figura 12 las PSD’s e histogramas
obtenidos para distintos valores de constante de proporcionalidad y a partir de éstos se ha
determinado como varian los valores de la tension ogys Y del indice de dafo D, figura 13.

Figura 12: PSD’s de tensiones e histogramas, al variar la constante de proporcionalidad
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Figura 13: Variacion de tension orys € indice de dafio D, al variar la constante de
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5.6 Resolucién frecuencial

A la hora de llevar a cabo el analisis numérico de la respuesta del componente frente a la
solicitacion vibratoria, es necesario indicar el niumero de puntos para los que se desea
calcular la respuesta del sistema a lo largo del rango frecuencial de interés. El ratio entre el
rango frecuencial de analisis y el nimero de puntos determinara la resolucion frecuencial de
la PSD de respuesta. Se muestra en la figura 14 las PSD’s e histogramas obtenidos para
distintos valores de resolucion frecuencial y en la figura 15 cédmo varian los valores de la
tension ogys Y del indice de dano D al variar dicho parametro.
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Figura 14: PSD’s de tensiones e histogramas, al variar la resolucion frecuencial
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Figura 15: Variacién de tensién orys € indice de dafio D, al variar laresolucién frecuencial
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6. Conclusiones

De los resultados obtenidos podemos observar como influyen, en la determinacion del indice
de dano, los diversos parametros analizados.

Asi tenemos que la incertidumbre en la determinacion de la frecuencia natural del sistema
(Baussaron, Fouchez & Yalamas, 2013) influye tanto en el niumero de ciclos realizados por
cada rango de tensiones, como en la amplitud de los mismos, presentando para variaciones
de +10% en el valor de la frecuencia, variaciones cercanas al 50% en el indice de dafo. El
amortiguamiento presenta también una gran influencia sobre la determinacion del indice de
dafio, presentando para variaciones de +40% en el valor de amortiguamiento, variaciones
superiores al 200% en el indice de dafo. También es resenable la influencia que sobre el
nivel de tensién maxima, producida a la frecuencia de resonancia, tiene dicho parametro.
Este aspecto puede ser el mas critico a la hora de que se pueda superar el limite elastico
del material durante el tiempo en que el componente se ve sometido a dicho nivel de
vibracion.
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La determinacion de los valores de resistencia del material y de fatiga a nivel de
componente presentan igualmente una gran influencia sobre la determinacién del indice de
dafno. Asi, en el primero de los parametros, variaciones de +10% sobre el valor de
resistencia a rotura del material provocan variaciones del orden del 40% sobre la
determinacion del indice de dafio. Para el segundo de los parametros, variaciones de +10%
sobre el valor de resistencia a fatiga S, dan lugar a variaciones del orden del 30% sobre la
determinacion del indice de dafio.

Finalmente hay que sefalar que los aspectos relacionados con el modelo numérico tienen
también una gran repercusion en el resultado obtenido, siendo el de la resolucién frecuencial
con la que se determinan los resultados de la PSD de respuesta el mas critico (Rahman et
al., 2009). Asi una baja resolucion puede provocar tanto un incremento en el indice de dafo
generado por un incremento ficticio del area bajo la curva de la PSD de respuesta, como
una disminucion debido a que no se obtenga la respuesta del sistema exactamente a la
frecuencia de resonancia, donde se produce la mayor amplitud de tensiones.
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